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Ge´ome´trie de Contact:
de la Dimension Trois
vers les Dimensions Supe´rieures
Emmanuel Giroux∗
Re´sume´
On de´crit ici des relations entre la ge´ome´trie globale des varie´te´s de contact
closes et celle de certaines varie´te´s symplectiques, a` savoir les varie´te´s de Stein
compactes. L’origine de ces relations est l’existence de livres ouverts adapte´s
aux structures de contact.
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La ge´ome´trie de contact en dimension trois a connu un essor important durant
la dernie`re de´cennie graˆce au de´veloppement de me´thodes topologiques ade´quates.
Dans le prolongement des travaux de D. Bennequin [Be] et de Y. Eliashberg [El1],
la the´orie des ✭✭ surfaces convexes ✮✮ [Gi1] et l’e´tude des rocades (bypasses) [Ho] ont
mene´ a` une classification comple`te des structures de contact sur quelques varie´te´s
simples et, plus re´cemment, a` une classification grossie`re sur toutes les varie´te´s
closes [Co, HKM, CGH]. En fait, comme on essaiera de le montrer plus loin, les
structures de contact en dimension trois sont des objets purement topologiques,
un peu comme les structures symplectiques en dimension deux. En termes pre´cis,
sur toute varie´te´ close V de dimension trois, les classes d’isotopie des structures
de contact se trouvent en correspondance bijective avec les classes d’isotopie et de
stabilisation des livres ouverts dans V , l’ope´ration e´le´mentaire de stabilisation e´tant
un plombage positif [Gi2].
En dimension supe´rieure, des me´thodes radicalement diffe´rentes permettent
de mettre en e´vidence une correspondance similaire [GM] et, au-dela`, de faire ap-
paraˆıtre des liens e´troits entre la ge´ome´trie globale des varie´te´s de contact closes et
celle de certaines varie´te´s symplectiques compactes. Les livres ouverts qu’on associe
a` une structure de contact sont en effet particuliers : leurs pages sont des varie´te´s de
Stein compactes, leur monodromie est un diffe´omorphisme symplectique a` support
dans l’inte´rieur et l’ope´ration e´le´mentaire de stabilisation qui les unifie est un plom-
bage lagrangien positif. En outre, l’outil essentiel pour les construire est la the´orie
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des fibre´s positifs que S. Donaldson a introduite et de´veloppe´e en ge´ome´trie sym-
plectique dans [Do1, Do2] et qui a e´te´ adapte´e en ge´ome´trie de contact dans [IMP].
A. Structures de contact et livres ouverts
Dans ce texte, V de´signe toujours une varie´te´ close et oriente´e. Les champs
d’hyperplans tangents qu’on conside`re sur V sont cooriente´s, donc aussi oriente´s
puisque V l’est. Un tel champ ξ est le noyau d’une forme α, appele´e e´quation de ξ,
unique a` multiplication pre`s par une fonction positive. On dit que ξ est une structure
de contact si dα induit sur ξ en tout point une forme symplectique directe, i.e. si
V est de dimension impaire 2n+ 1 et si α ∧ (dα)n est en tout point un e´le´ment de
volume direct pour l’orientation de V .
D’autre part, un livre ouvert dans V est un couple (K, θ) forme´ des objets
suivants :
– une sous-varie´te´ close K ⊂ V de codimension deux a` fibre´ normal trivial ;
– une fibration θ : V \K → S1 qui, dans un voisinageK×D2 de K = K×{0},
co¨ıncide avec la coordonne´e angulaire normale.
On peut aussi voir les livres ouverts autrement. Soit φ : F → F un diffe´omorphisme
d’une varie´te´ compacte e´gal a` l’identite´ pre`s du bord K = ∂F . Sa suspension, a`
savoir la varie´te´ compacte
Σ(F, φ) =
(
F × [0, 1])/∼, ou` (p, 1) ∼ (φ(p), 0),
est borde´e par K × S1 – car φ |K = id – et la varie´te´ close
Σ(F, φ) = Σ(F, φ) ∪∂ (K ×D2),
posse`de un livre ouvert e´vident. En outre, tout livre ouvert (K, θ) dans V identifie V
a` Σ(F, φ), ou` F est une fibre de θ (un peu re´tre´cie) et φ l’application de premier
retour sur F d’un flot transversal aux fibres de θ et constitue´, pre`s deK, de rotations
autour de K. Le diffe´omorphisme φ, de´fini seulement a` conjugaison et isotopie pre`s,
est la monodromie de (K, θ).
Toute la discussion a` venir tourne autour de la de´finition suivante :
De´finition 1 [Gi2, GM]. Une structure de contact ξ sur V est dite porte´e par un
livre ouvert (K, θ) si elle admet une e´quation α ayant les proprie´te´s suivantes :
– α induit sur K une forme de contact ;
– dα induit sur chaque fibre F de θ une forme symplectique ;
– l’orientation de K de´finie par la forme de contact α co¨ıncide avec son ori-
entation comme bord de la varie´te´ symplectique (F, dα).
Une telle forme α sera dite adapte´e a` (K, θ).
Exemple [GM]. Soit f : (Cn, 0)→ (C, 0) une fonction holomorphe ayant a` l’origine
un point critique isole´ et soit H l’hypersurface (singulie`re) f−1(0). Il existe une
boule ferme´e lisse B autour de l’origine dans Cn et un feuilletage de B \ {0} par
des sphe`res strictement pseudoconvexes Sr, ou` r ∈ ]0, 1] et S1 = ∂B, tels que, pour
r assez petit, les proprie´te´s suivantes soient satisfaites :
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– la sphe`re Sr est transversale a` H , de sorte que K = H ∩ Sr est une sous-
varie´te´ close de Sr de codimension deux et a` fibre´ normal trivial ;
– l’application θ = arg f : Sr \K → S1 est une fibration qui fait de (K, θ) un
livre ouvert ;
– le livre ouvert (K, θ) porte la structure de contact sur Sr de´finie par le champ
des tangentes complexes.
Autrement dit, chaque livre ouvert donne´ dans la sphe`re par le the´ore`me de fibration
de J. Milnor porte, a` isotopie pre`s, la structure de contact standard.
B. Structures de contact et livres ouverts en di-
mension trois
En dimension trois, divers travaux ont depuis longtemps fait apparaˆıtre des
connivences entre les structures de contact et les livres ouverts sans toutefois e´tablir
aucun lien formel. Dans [TW], W. Thurston et H. Winkelnkemper construisent des
formes de contact sur toute varie´te´ close V a` partir d’un livre ouvert dans V . Avec les
termes de la de´finition 1, ils de´montrent en fait que tout livre ouvert dans V porte
une structure de contact. Dans [Be] d’autre part, pour transformer en the´ore`me
de ge´ome´trie de contact son re´sultat sur les tresses ferme´es, D. Bennequin met en
e´vidence la proprie´te´ suivante : toute courbe transversale a` la structure de contact
standard ξ0 dans R
3 – structure d’e´quation dz + r2dθ = 0 – est isotope, parmi
les courbes transversales, a` une tresse ferme´e c’est-a`-dire une courbe transversale
au livre ouvert forme´ par l’axe des z et la coordonne´e angulaire θ. Or cette pro-
prie´te´ vient de ce que ce livre ouvert porte ξ0. Enfin, dans [To], I. Torisu a claire-
ment de´gage´ les relations entre les livres ouverts et les configurations de the´orie
de Morse conside´re´es dans [Gi1] pour e´tudier les structures de contact convexes au
sens de [EG].
La premie`re observation qui montre l’e´troitesse des liens impose´s par la de´fini-
tion 1 et de´coule de la stabilite´ des structures de contact est la suivante :
Proposition 2 [Gi2]. Sur une varie´te´ close de dimension trois, toutes les structures
de contact porte´es par un meˆme livre ouvert sont isotopes.
Quant a` la question de savoir quelles structures de contact posse`dent un livre
ouvert porteur, la re´ponse est simple :
The´ore`me 3 [Gi2]. Sur une varie´te´ close de dimension trois, toute structure de
contact est porte´e par un livre ouvert.
Cependant, comme l’illustre l’exemple des fibrations de Milnor, le livre ouvert
qui porte une structure de contact donne´e est loin d’eˆtre unique – meˆme a` isotopie
pre`s. Pour appre´hender ce phe´nome`ne, quelques de´finitions sont utiles.
Soit F ⊂ V une surface compacte a` bord et C ⊂ F un arc simple et propre.
On dit qu’une surface compacte F ′ ⊂ V s’obtient a` partir de F par le plombage
positif (resp. ne´gatif ) d’un anneau le long de C si F ′ = F ∪ A ou` A ⊂ V est un
anneau ayant les proprie´te´s suivantes :
– A ∩ F est un voisinage re´gulier de C dans F ;
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– A est inclus dans une boule ferme´e B dont l’intersection avec F est re´duite a`
A∩F et l’enlacement des deux composantes de ∂A dans B vaut 1 (resp. −1).
Un re´sultat de J. Stallings affirme que, si (K, θ) est un livre ouvert dans V et si
F est l’adhe´rence d’une fibre de θ, alors, pour toute surface F ′ obtenue a` partir
de F par le plombage d’un anneau, il existe un livre ouvert (K ′, θ′) tel que K ′ soit
le bord de F ′ et que F ′ soit l’adhe´rence d’une fibre de θ′. Dans la suite, on dira
que le livre (K ′, θ′) et l’entrelacs K ′ sont eux-meˆmes obtenus par plombage a` partir
respectivement de (K, θ) et de K. En outre, on dira qu’un livre ouvert (K ′, θ′) est
une stabilisation d’un autre (K, θ) s’il s’obtient a` partir de (K, θ) par une suite finie
de plombages positifs.
The´ore`me 4 [Gi2]. Dans une varie´te´ close de dimension trois, deux livres ou-
verts quelconques qui portent une meˆme structure de contact ont des stabilisations
isotopes.
Les the´ore`mes 3 et 4 permettent de traduire nombre de questions sur les
structures de contact en questions sur les livres ouverts, autrement dit sur les
diffe´omorphismes des surfaces compactes a` bord. En ce sens, ce sont les analogues
des the´ore`mes de S. Donaldson [Do2] sur les pinceaux de Lefschetz dans les varie´te´s
symplectiques de dimension quatre. Ils admettent cependant, a` la diffe´rence de
ceux-ci, des de´monstrations purement topologiques dont on de´crit brie`vement les
ide´es ci-dessous, apre`s avoir introduit l’outil essentiel. On supposera le lecteur fam-
ilier avec certaines notions de ge´ome´trie de contact en dimension trois (structures
de contact vrille´es/tendues, invariant de Thurston-Bennequin des courbes legendri-
ennes, surfaces ξ-convexes).
On appelle cellule polye´drale dans V l’image d’un polye`dre convexe compact
euclidien par un plongement topologique. Une telle cellule posse`de une structure
affine induite par son parame´trage et son inte´rieur est, par de´finition, l’image de
l’inte´rieur ✭✭ intrinse`que ✮✮ du polye`dre, c’est-a`-dire de son inte´rieur topologique dans
son enveloppe affine. Une cellulation polye´drale de V de´signe ici un recouvrement
fini de V par des cellules polye´drales ayant les proprie´te´s suivantes :
– les inte´rieurs des cellules forment une partition de V ;
– le bord de chaque cellule D est une union de cellules Dj et les inclusions
Dj → D sont affines ;
– les cellules de dimension deux (et moins) sont lisses, i.e. sont les images de
plongements lisses.
Les cellulations polye´drales ont cet avantage sur les triangulations d’eˆtre tre`s faciles
a` subdiviser : toute subdivision d’un sous-complexe se prolonge trivialement. En
outre, elles jouent un roˆle cle´ dans la de´monstration du the´ore`me de Reidemeister-
Singer donne´e dans [Si], de´monstration qui sert de guide pour e´tablir le the´ore`me 4.
Esquisse de la de´monstration du the´ore`me 3. Soit ξ une structure de con-
tact sur V . On construit d’abord dans (V, ξ) une cellulation de contact, c’est-a`-dire
une cellulation polye´drale ∆ ayant les proprie´te´s suivantes :
1) chaque cellule de dimension 1 est un arc legendrien ;
2) chaque cellule de dimension 2 est ξ-convexe et l’invariant de Thurston-
Bennequin de son bord vaut −1 ;
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3) chaque cellule de dimension 3 est contenue dans le domaine d’une carte de
Darboux.
On e´paissit ensuite le 1-squelette L de ∆ en une surface compacte Fˆ (presque)
tangente a` ξ le long de L et on choisit un voisinage re´gulierW de L assez petit pour
que F = Fˆ ∩W soit une surface proprement plonge´e dans W . Quitte a` prendre W
plus petit, ξ admet une e´quation α ve´rifiant les conditions suivantes :
– dα induit sur F une forme d’aire ;
– α est non singulie`re sur K = ∂F et oriente K comme le bord de (F, dα).
D’autre part, pour toute cellule D de dimension 2, la proprie´te´ 2) dit que le bord
de D ∩ (V \ IntW ) intersecte K en deux points (a` isotopie pre`s). Il en re´sulte qu’il
existe une fibration θ : V \K → S1 ayant IntF pour fibre. Quitte a` rogner W , on
peut supposer queW est une union de fibres de θ sur lesquelles dα induit une forme
d’aire. Il reste a` voir que ξ est isotope, relativement a`W , a` une structure de contact
porte´e par (K, θ). Le point cle´ est que ξ est tendue sur W ∗ = V \ IntW et que ∂W ∗
est une surface ξ-convexe dont le de´coupage est fourni par K.
E´tapes de la de´monstration du the´ore`me 4. Soit ∆ une cellulation de con-
tact de (V, ξ). On dira ici qu’un livre ouvert porteur (K, θ) est associe´ a` ∆ si,
comme dans la de´monstration du the´ore`me 3, l’une des fibres de θ contient le 1-
squelette de ∆ et se re´tracte dessus par une isotopie de contact. En imitant [Si],
on montre d’abord que tout livre ouvert porteur admet une stabilisation associe´e a`
une cellulation de contact. On se rame`ne ainsi a` conside´rer le cas de deux livres ou-
verts porteurs associe´s a` des cellulations de contact ∆0 et ∆1 en position ge´ne´rale.
D’apre`s [Si], ∆0 et ∆1 posse`dent une subdivision commune ∆2 qui s’obtient, a` par-
tir de ∆0 comme de ∆1, par des bissections. On de´forme alors ∆2, relativement a`
l’union des 1-squelettes de ∆0 et ∆1, en une cellulation ve´rifiant les proprie´te´s 1)
et 3) des cellulations de contact et ayant des 2-cellules ξ-convexes. Il suffit ensuite
de subdiviser le 2-squelette de ∆2 pour obtenir une cellulation de contact ∆ et
on montre pour finir que le livre ouvert associe´ a` ∆ est une stabilisation de ceux
associe´s a` ∆0 et a` ∆1.
On discute maintenant quelques corollaires des the´ore`mes 3 et 4.
On rappelle d’abord qu’un the´ore`me de M. Hilden et J. Montesinos affirme
que toute varie´te´ close V de dimension trois est un reveˆtement a` trois feuillets de
la sphe`re S3 simplement ramifie´ au-dessus d’un entrelacs (simplement signifie que
le degre´ local aux points de ramification dans V vaut deux). On obtient le meˆme
re´sultat pour les varie´te´s de contact closes :
Corollaire 5 [Gi2]. Toute varie´te´ de contact close de dimension trois est un reveˆte-
ment a` trois feuillets de la sphe`re de contact standard (S3, ξ0) simplement ramifie´
au-dessus d’un entrelacs transversal a` ξ0.
Un autre corollaire concerne la dynamique des flots de Reeb. Un flot de Reeb
sur une varie´te´ de contact est un flot qui pre´serve la structure de contact tout en
lui e´tant transversal et en pointant du coˆte´ positif. Un exemple typique est le flot
ge´ode´sique sur le fibre´ cotangent unitaire d’une varie´te´ riemannienne. Les flots de
Reeb d’une structure de contact donne´e ξ sont en bijection avec les e´quations de ξ :
a` toute forme α correspond l’unique champ de vecteurs ∇α qui engendre le noyau
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de dα et sur lequel α vaut 1. En prenant une e´quation de ξ adapte´e a` un livre ouvert
porteur, on obtient :
Corollaire 6 [Gi2]. Sur toute varie´te´ de contact close de dimension trois, il existe
un flot de Reeb qui admet une section de Poincare´-Birkhoff, c’est-a`-dire une surface
compacte qui rencontre toutes les orbites, dont l’inte´rieur est transversal au flot et
dont chaque composante du bord est une orbite pe´riodique.
En fait, il n’est pas exclu que tout flot de Reeb admette une telle section
[HWZ] (ceci impliquerait la conjecture de Weinstein selon laquelle tout flot de Reeb
a une orbite pe´riodique) mais c’est la` un proble`me de nature diffe´rente, certainement
inaccessible par des me´thodes topologiques.
Une question naturelle au vu des the´ore`mes 3 et 4 est de savoir comment lire
sur la monodromie de ses livres ouverts porteurs si une structure de contact est
tendue, ou remplissable en un quelconque sens. La seule re´ponse connue concerne
les structures de contact holomorphiquement remplissables, c’est-a`-dire re´alisables
comme champs des tangentes complexes au bord de varie´te´s de Stein compactes.
Le corollaire suivant pre´cise un re´sultat de A. Loi et R. Piergallini :
Corollaire 7 [LP, Gi2]. Une structure de contact sur une varie´te´ close de dimension
trois est holomorphiquement remplissable si et seulement si elle est porte´e par un
livre ouvert dont la monodromie est un produit de twists de Dehn a` droite.
Pour finir, on donne un corollaire de pure the´orie des nœuds. On appelle ici
entrelacs fibre´ dans V tout entrelacs oriente´ K pour lequel il existe une fibration
θ : V \ K → S1 qui fait de (K ′θ) un livre ouvert et induit sur K l’orientation
prescrite. Lorsque V est une sphe`re d’homologie, un the´ore`me de F. Waldhausen
assure que cette fibration, si elle existe, est unique a` isotopie pre`s. Le re´sultat suivant
re´pond a` une question pose´e par J. Harer dans [Ha] :
Corollaire 8 [Gi2]. Deux entrelacs fibre´s quelconques dans une sphe`re d’homologie
entie`re V s’obtiennent l’un a` partir de l’autre par une suite de plombages et de
✭✭ de´plombages ✮✮ (ope´rations inverses).
De´monstration. Une trivialisation de V e´tant choisie, les classes d’homotopie de
champs de plans tangents a` V sont repe´re´es par leur invariant de Hopf, a` savoir
l’enlacement des fibres des applications V → S2 correspondantes. On conside`re
alors un livre ouvert quelconque (K, θ) dans V et on note (K ′, θ′) un livre ouvert
obtenu a` partir de (K, θ) par un plombage ne´gatif. Les trois observations suivantes
de´montrent le corollaire :
– toute structure de contact ξ′ porte´e par (K ′, θ′) est vrille´e car l’aˆme de l’an-
neau plombe´ est isotope a` une courbe legendrienne non noue´e dans (V, ξ′)
dont l’invariant de Thurston-Bennequin vaut +1 ;
– l’invariant de Hopf de ξ′ est supe´rieur d’une unite´ a` celui des structures de
contact porte´es par (K, θ) (voir [NR]) ;
– si deux structures de contact vrille´es ont le meˆme invariant de Hopf, elles
sont isotopes d’apre`s [El1] et deux livres ouverts quelconques qui les portent
ont donc des stabilisations isotopes.
Cet argument borne en outre par h + 2 le nombre des (de´) plombages ne´gatifs
ne´cessaires pour passer d’un livre ouvert a` un autre, ou` h de´signe la diffe´rence
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entre les invariants de Hopf correspondants.
C. Structures de contact et livres ouverts en di-
mension supe´rieure
En dimension supe´rieure a` trois, les livres ouverts porteurs de structures de
contact ne sont pas quelconques : leurs fibres ont une structure symplectique invari-
ante par la monodromie. Pour pre´ciser ce point, quelques de´finitions sont utiles.
Soit F une varie´te´ compacte, a` bordK = ∂F . Une forme symplectique exacte ω
sur IntF est convexe a` l’infini s’il existe sur IntF un champ de Liouville (champ de
vecteurs ω-dual d’une primitive de ω) qui est transversal a` toutes les hypersurfaces
K × {t}, t ∈ ]0, 1], ou` K × [0, 1] est un voisinage collier de K = K × {0}. On dit en
outre que (IntF, ω) est une varie´te´ de Weinstein [EG] s’il existe un tel champ de
Liouville qui, de plus, est le (pseudo) gradient d’une fonction de Morse F → R con-
stante et sans points critiques sur K. L’exemple typique de varie´te´ de Weinstein est
l’inte´rieur d’une varie´te´ de Stein compacte. On nomme ainsi toute varie´te´ complexe
compacte F qui admet une fonction strictement pluri-sous-harmonique f : F → R
constante et sans points critiques sur le bord. La 2-forme i∂∂f de´finit alors une
structure symplectique. Il ressort en fait du travail de Y. Eliashberg [El2] que toute
varie´te´ de Weinstein est symplectiquement diffe´omorphe a` l’inte´rieur d’une telle
varie´te´ de Stein compacte.
Si maintenant α est une forme de contact adapte´e a` un livre ouvert (K, θ),
sa diffe´rentielle dα induit sur chaque fibre de θ une structure symplectique exacte
convexe a` l’infini. Celle-ci de´pend du choix de α mais sa comple´tion [EG] est bien
de´finie a` isotopie pre`s. Le the´ore`me de W. Thurston et H. Winkelnkemper et la
proposition 2 s’e´tendent alors ainsi en grande dimension :
Proposition 9 [GM]. Soit F une varie´te´ compacte avec, sur IntF , une forme
symplectique exacte convexe a` l’infini et soit φ : F → F un diffe´omorphisme sym-
plectique e´gal a` l’identite´ pre`s de K = ∂F . Il existe alors sur Σ(F, φ) une structure
de contact porte´e par le livre ouvert e´vident. De plus, deux structures de contact
porte´es par un meˆme livre ouvert et qui induisent sur ses pages des structures sym-
plectiques ayant des comple´tions isotopes sont isotopes.
Quant au the´ore`me 3, il se ge´ne´ralise comme suit :
The´ore`me 10 [GM]. Toute structure de contact sur une varie´te´ close V est porte´e
par un livre ouvert dont chaque fibre est une varie´te´ de Weinstein.
Esquisse de la de´monstration. Soit ξ une structure de contact, α une e´quation
de ξ et J une structure presque complexe sur ξ calibre´e par dα | ξ. On note ∇α le
champ de Reeb associe´ a` α et g la me´trique riemannienne sur V qui vaut dα(., J.)
sur ξ et rend ∇α unitaire et orthogonal a` ξ. En termes e´le´mentaires, le the´ore`me
principal de [IMP] montre qu’il existe des constantes C, η > 0 et des fonctions
sk : V → C, k ≥ 1, ve´rifiant les conditions suivantes :
– en tout point de V ,
|sk(p)| ≤ C, |dsk − ikskα| ≤ Ck1/2 et |∂ξsk| ≤ C ;
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– en tout point p ou` |sk(p)| ≤ η,
|∂ξsk(p)| ≥ ηk1/2 .
(Ici, ∂ξsk et ∂ξsk sont les parties respectivement J-line´aire et J-antiline´aire de
dsk | ξ.) En termes plus parlants, les fonctions sk sont des sections approximative-
ment holomorphes et e´quitransversales du fibre´ L⊗k → V , ou` L est le fibre´ hermitien
trivial V ×C→ V muni de la connexion unitaire de´finie par la forme −iα.
Les estimations ci-dessus entraˆınent d’abord que, pour |w| ≤ η, l’ensemble
Kw = s
−1
k (w) est une sous-varie´te´ et que la forme αw induite par α sur Kw est une
forme de contact (voir [IMP]). En effet, αw est non singulie`re pour k assez grand
puisque son noyau est e´gal au noyau de dsk | ξ et que |∂ξsk| ≥ ηk1/2 tandis que
|∂ξsk| ≤ C. Mieux, ces ine´galite´s montrent que, pour k grand,le noyau de αw est
proche d’un sous-espace J-complexe de ξ si bien que dαw y est non de´ge´ne´re´e.
L’observation suivante est que l’application arg sk : V \ K → S1 est une fi-
bration dont les fibres sont transversales au champ de Reeb ∇α en tout point ou`
|sk| ≥ η. Pour le voir, on note que l’estimation sur dsk − ikskα implique que
|dsk(∇α)− iksk| ≤ Ck1/2.
Ainsi, en un point p ou` |sk(p)| ≥ η et pour k assez grand, dsk(p) (∇α) est proche de
iksk(p), i.e. est non nul et presque orthogonal a` sk(p). Par suite, les sous-varie´te´s
s−1k (Rθ), ou` Rθ = {reiθ, r > η},
sont transversales au champ de Reeb ∇α.
Ces arguments montrent que le livre ouvert (K = K0, θ = arg sk), pour k
assez grand, porte la structure de contact ξ = kerα. Il reste a` ve´rifier que les fibres
de θ sont des varie´te´s de Weinstein. Pour simplifier, on prouve ci-dessous l’assertion
analogue en ge´ome´trie symplectique.
Proposition 11. SoitW une varie´te´ close, ω une forme symplectique entie`re surW
et Hk une sous-varie´te´ symplectique deW en dualite´ de Poincare´ avec kω et obtenue
par la construction de Donaldson [Do1], a` partir d’un fibre´ hermitien en droites L
muni d’une connexion unitaire de courbure −iω. Pour k assez grand, (W \Hk, ω)
est une varie´te´ de Weinstein.
De´monstration. En reprenant les arguments de [Do2], on peut supposer que Hk
est le lieu d’annulation d’une section sk : V → L⊗k qui ve´rifie, en tout point de W ,
|∂ksk| ≤ c|∂ksk| avec c < 1√
2
.
Dans la trivialisation de L⊗k donne´e au-dessus de W \Hk par la section unitaire
u = sk/|sk|, la connexion est de´finie par une 1-forme −iλ ou` dλ = kω. Si on pose
sk = ϕu, l’ine´galite´ ci-dessus donne
|dϕ/ϕ+ J∗λ| < |dϕ/ϕ− J∗λ|,
ce qui montre que J∗λ est plus loin de dϕ/ϕ que de −dϕ/ϕ. Le champ de Liouville
dual de λ est alors un pseudogradient de logϕ.
Ge´ome´trie de Contact 413
Comme en dimension trois, le livre ouvert porteur d’une structure de con-
tact donne´e n’est pas unique. On de´crit dans [GM] une ope´ration de plombage le
long d’un disque lagrangien – dans laquelle les twists de Dehn-Seidel viennent rem-
placer les twists de Dehn – qui permet d’e´tablir des analogues du the´ore`me 4 et du
corollaire 7. Ces re´sultats rame`nent l’e´tude des structures de contact a` celles des
diffe´omorphismes symplectiques des varie´te´s de Stein compactes qui sont l’identite´
pre`s du bord. Ils permettent peut-eˆtre ainsi de rapprocher les travaux de Y. Eliash-
berg, H. Hofer et A. Givental sur la the´orie symplectique des champs de ceux de, par
exemple, de P. Seidel sur l’homologie de Floer et les groupes de diffe´omorphismes
symplectiques. On peut aussi se demander si le the´ore`me 10 cache des obstructions
a` l’existence d’une structure de contact sur les varie´te´s closes. D’apre`s [Qu], toute
varie´te´ close V de dimension 2n+ 1 posse`de un livre ouvert dont chaque fibre a le
type d’homotopie d’un complexe cellulaire de dimension n. Il est probable que, si
V admet un champ d’hyperplans tangents muni d’une structure presque complexe,
il existe un tel livre ouvert pour lequel chaque fibre est une varie´te´ presque com-
plexe et est donc, d’apre`s [El2], l’inte´rieur d’une varie´te´ de Stein compacte. Toute
la difficulte´ serait donc vraiment de re´aliser la monodromie par un diffe´omorphisme
symplectique... Dans cet ordre d’ide´e, voici un corollaire concret du the´ore`me 10
obtenu par F. Bourgeois et qui montre, en re´ponse a` une vieille question, que tout
tore de dimension impaire posse`de une structure de contact :
Corollaire 12 [Bo]. Si une varie´te´ close V admet une structure de contact, V ×T2
en admet une aussi.
De´monstration. Soit ξ une structure de contact sur V , soit α une e´quation de
ξ adapte´e a` un livre ouvert porteur (K, θ) et soit N = K × D2 un voisinage de
K = K × {0} dans lequel θ est la coordonne´e angulaire normale. On note r la
coordonne´e radiale normale dans N et on pose
α˜ = α+ f(r)(cos θ dx1 − sinθ dx2), (x1, x2) ∈ T2 = R2/Z2,
ou` la fonctionf(r) vaut r pour r ≤ r0, 1 pour r ≥ 2r0 et ve´rifie f ′(r) ≥ 0. Un calcul
montre que, si on choisit r0 assez petit, α˜ est une forme de contact sur V ×T2.
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